
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

èìåíè Í.Ý. Áàóìàíà

À.Â. Êàëèíêèí

ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ

ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅÌ

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ

ê âûïîëíåíèþ òèïîâîãî ðàñ÷åòà

Ìîñêâà

Èçäàòåëüñòâî ÌÃÒÓ èìåíè Í.Ý. Áàóìàíà

2016

1



ÓÄÊ 519.21+531.19

ÁÁÊ 22.171

Ê172

Ðåöåíçåíò À.Í. Êàíàòíèêîâ

À.Â. Êàëèíêèí

Ê172 Ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíûõ ìàðêîâñêèõ ñèñòåì ñ

âçàèìîäåéñòâèåì: Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê âûïîëíåíèþ òèïîâîãî ðàñ-

÷åòà. � Ì.: Èçä-âî ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, 2016. � 32 ñ: èë.

Ïðåäñòàâëåíû íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ è ìåòîäè÷åñêèå óêà-

çàíèÿ ïî ïðèìåíåíèþ ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé ïðè ìîäåëèðîâà-

íèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ âçàèìîäåéñòâèåì ïðè äèñêðåòíîì ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû, äàíû óñëîâèÿ çàäà÷

òèïîâîãî ðàñ÷åòà.

Äëÿ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòîâ ÔÍ, ÐÊ.

Èë. 11. Áèáëèîãð. 35 íàçâ.

ÓÄÊ 519.21+531.19

ÁÁÊ 22.171

Ìåòîäè÷åñêîå èçäàíèå

Àëåêñàíäð Âÿ÷åñëàâîâè÷ Êàëèíêèí

ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ

ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅÌ

Ðåäàêòîð

Êîððåêòîð

Êîìïüþòåðíàÿ âåðñòêà Â.À. Òîâñòîíîã

Ïîäïèñàíî â ïå÷àòü . . . Ôîðìàò 60×84/16. Áóìàãà îôñåòíàÿ.
Ïå÷. ë. , . Óñë. ïå÷. ë. , . Ó÷.-èçä. ë. , .

Òèðàæ 50 ýêç. Èçä. � . Çàêàç

Èçäàòåëüñòâî ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà.

105005, Ìîñêâà, 2-ÿ Áàóìàíñêàÿ, 5.

2



Â ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèÿõ äàíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñòàòèñòè-

÷åñêèõ èñïûòàíèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ êëàññà äèñêðåòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ

ìîäåëåé � çàäàâàåìûõ êèíåòè÷åñêèìè ñõåìàìè âçàèìîäåéñòâèé. Òåîðå-

òè÷åñêîé îñíîâîé ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåíèå ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñî

ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Êîëìî-

ãîðîâà äëÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé òàêèõ ïðîöåññîâ. Â ñëó÷àå ïðîöåñ-

ñîâ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè íåëèíåéíûõ òèïîâ äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíî

ïðèìåíèòü òîëüêî ÷èñëåííûå ìåòîäû � èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ìîäåëèðî-

âàíèÿ íà ÝÂÌ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Èñïîëüçóþòñÿ ïðîãðàììíûå ïàêåòû

Matlab, Maple, Mathematica ñ âèçóàëèçàöèåé äàííûõ.

Äàíû óñëîâèÿ 30 çàäà÷ òèïîâîãî ðàñ÷åòà ïî êóðñó ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé

äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòè ≪Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà≫.

1. Êèíåòè÷åñêèå ñõåìû è äèñêðåòíûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè

1.1. Äåòåðìèíèðîâàííûé è ñòîõàñòè÷åñêèé ïîäõîäû ïðè ìîäå-

ëèðîâàíèè ñõåì âçàèìîäåéñòâèé. Â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíà-

íèÿ è òåõíèêè äèñêðåòíûå ñèñòåìû ñ âçàèìîäåéñòâèÿìè è ïðåâðàùåíèÿìè

ñîñòàâëÿþùèõ èõ ýëåìåíòîâ çàäàþòñÿ êèíåòè÷åñêèìè ñõåìàìè. Â ñåìåñò-

ðîâîì êóðñå ≪Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ≫ [10]

èçëàãàþòñÿ îñíîâû àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ

äèñêðåòíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå è ìíîãîìåðíûå

ïðîöåññû ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ëèíåéíîãî òèïà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìàì ïðå-

âðàùåíèé (ñì. [3, 20, 23] è äð.): T1 → T2 (îðäèíàðíàÿ); T1 → T2 → . . . → Tn

(ïîñëåäîâàòåëüíàÿ); T1 → T2, T3 (ïàðàëëåëüíàÿ); T1 → T2; T2 → T3, T4

(ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíàÿ); T1 → T2 → . . . → Tn → T1 (ïðîñòàÿ

öèêëè÷åñêàÿ); T → 2T (àâòîêàòàëèç); T → kT , k = 0, 1, 2, . . . (öåïíàÿ ñ

âåòâëåíèåì); 0 → T ; T → 0 (ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ M/M/∞) è

äðóãèå.

Âî âòîðîì ñåìåñòðîâîì êóðñå ≪Ìàðêîâñêèå ìîäåëè ñèñòåì ñ âçàèìîäåé-

ñòâèåì≫ [13] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû ðîæäåíèÿ è ãèáåëè êâàäðàòè÷íî-

ãî òèïà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìàì ñ ïàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè: 2T → T
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(áèíàðíàÿ); T1 + T2 → T3 (áèíàðíàÿ); T1 + T2 → T4; T1 + T3 → T5 (ïàðàë-

ëåëüíàÿ); T1 + T2 → T3; T3 → T1 + T2 (äâóñòîðîííÿÿ); T1 + T2 → T2 + T3

(êàòàëèç) è äðóãèå.

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìû ñ ïðåâðàùåíèÿìè è âçàèìîäåéñòâèÿìè ñîñòàâ-

ëÿþùèõ èõ ýëåìåíòîâ òèïîâ T1, . . . , Tn, çàäàþòñÿ êèíåòè÷åñêèìè ñõåìà-

ìè [23, 6, 10]

ε11T1 + ε12T2 + · · ·+ ε1nTn → γ1
1T1 + γ1

2T2 + · · ·+ γ1
nTn;

. . .

εi1T1 + εi2T2 + · · ·+ εinTn → γi
1T1 + γi

2T2 + · · ·+ γi
nTn;

. . .

εl1T1 + εl2T2 + · · ·+ εlnTn → γl
1T1 + γl

2T2 + · · ·+ γl
nTn,

(1)

ãäå εij, γ
i
j, i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , n � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ñõå-

ìîé (1) ìîæåò áûòü ó÷òåíî ïîñòóïëåíèå ýëåìåíòîâ èçâíå (îòêðûòàÿ ñèñòå-

ìà) è îáðàçîâàíèå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ôèíàëüíîãî ïðîäóêòà).

Äåòåðìèíèðîâàííûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ êèíåòè÷åñêîé ñõåìû (1)

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ââîäÿò êîëè÷åñòâî xi(t) ýëåìåíòîâ òèïà Ti, i =

1, . . . , n, â ìîìåíò âðåìåíè t, t ∈ [0,∞). Ôóíêöèè x1(t), . . . , xn(t) óäîâëåòâî-

ðÿþò ñèñòåìå íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

èëè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé [23],

ẋ1 = f1(x1, . . . , xn);

. . .

ẋi = fi(x1, . . . , xn);

. . .

ẋn = fn(x1, . . . , xn),

(2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1(0) = x01, . . . , xn(0) = x0n. Âèä ôóíêöèé f1, . . . , fn
îïðåäåëÿåòñÿ ñõåìîé (1) ïî çàêîíàì ôîðìàëüíîé êèíåòèêè [23]: äëÿ îðäè-

íàðíîé ñõåìû ïðåâðàùåíèé T1 → T2 ïîëàãàþò ẋ1 = −λx1; ẋ2 = λx1; äëÿ

áèíàðíîé ñõåìû âçàèìîäåéñòâèé T1 + T2 → T3 ïîëàãàþò ẋ1 = −λx1x2;

ẋ2 = −λx1x2; ẋ3 = λx1x2 (çàêîí äåéñòâóþùèõ ìàññ), ãäå λ > 0 � êîí-
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ñòàíòà. Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ôóíêöèè f1, . . . , fn ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè

ñòåïåíè íå âûøå òðåòüåé.

Ñòîõàñòè÷åñêèé ïîäõîä îñíîâàí íà âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè [10, 25] äëÿ

ñõåìû âçàèìîäåéñòâèé (1) â âèäå îäíîðîäíîãî âî âðåìåíè ìíîãîìåðíîãî

ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (ξ1(t), . . . , ξn(t)), t ∈ [0,∞), íà äèñêðåòíîì ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå

Nn = {α = (α1, . . . , αn), αi = 0, 1, 2, . . . , i = 1, . . . , n}.

Ñîñòîÿíèå (α1, . . . , αn) ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ α1 ýëåìåíòîâ òèïà T1, . . . ,

αn ýëåìåíòîâ òèïà Tn, è ñòðîêå εi1T1 + · · ·+ εinTn → γi
1T1 + · · ·+ γi

nTn ñîîò-

âåòñòâóåò ñêà÷îê ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èç ñîñòîÿíèÿ (α1, . . . , αn) â ñîñòîÿíèå

(α1− εi1+ γi
1, . . . , αn− εin+ γi

n). Â ñîñòîÿíèè (α1, . . . , αn) ïðîöåññ íàõîäèòñÿ

ñëó÷àéíîå âðåìÿ τα ñ ïîêàçàòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, çàâèñÿùèì îò ïàðà-

ìåòðîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü è äåòåðìèíèðîâàííàÿ

ìîäåëü (2) ñâÿçàíû ≪òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì≫ [15, 19].

1.2. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ñ äèñêðåòíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Óðàâ-

íåíèÿ Êîëìîãîðîâà. Äàëåå äëÿ α, β, γ ∈ Nn ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáî-

çíà÷åíèÿ: γ = α − β, åñëè γ1 = α1 − β1, . . . , γn = αn − βn; α > β, åñëè

α1 > β1, . . . , αn > βn, è òàê äàëåå. Äëÿ îäíîðîäíîãî âî âðåìåíè ìàðêîâ-

ñêîãî ïðîöåññà ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξn(t)), t ∈ [0,∞), íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé

Nn, îáîçíà÷èì ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè

Pαβ(t) = P{ξ(t) = β | ξ(0) = α}, α, β ∈ Nn.

Òàêîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ çàäàåòñÿ ïëîòíîñòÿìè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

aαβ = (dPαβ(t)/dt)|t=0+. Äàëåå âñåãäà ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ [7,

5], ïðè êîòîðûõ ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîé (îáðàòíîé)

è âòîðîé (ïðÿìîé) ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà

dPαβ(t)

dt
=

∑
γ∈Nn

aαγPγβ(t), α ∈ Nn;
dPαβ(t)

dt
=

∑
γ∈Nn

Pαγ(t) aγβ, β ∈ Nn,

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ Pαα(0) = 1, Pαβ(0) = 0 ïðè α ̸= β.

Ñîñòîÿíèå α íàçûâàþò ïîãëîùàþùèì, åñëè aαα = 0.
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Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ðîæäåíèÿ è ãèáåëè, åñëè èç

ñîñòîÿíèÿ α = (α1, . . . , αn) ïðîöåññ ìîæåò ñîâåðøèòü ñêà÷îê òîëüêî â ñîñòî-

ÿíèå γ = (γ1, . . . , γn) òàêîå, ÷òî |αi−γi| 6 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n [6, 7]. Åñëè

≪âëîæåííàÿ öåïü Ìàðêîâà≫ [7] äëÿ ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäà-

íèåì íà Nn, òî îïðåäåëÿþò òèïû ïðîöåññîâ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè: ëèíåéíûé,

êâàäðàòè÷íûé, êóáè÷åñêèé è òàê äàëåå, â çàâèñèìîñòè îò âèäà ôóíêöèè

aαα = φ(α1, . . . , αn).

Èç ìíîæåñòâà ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Nn âû-

äåëÿþò ñïåöèàëüíûé êëàññ ïðîöåññîâ B2 � óêàçàíèåì êîíêðåòíîãî âèäà

ïëîòíîñòåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé {aαβ, α, β ∈ Nn} [10].

1.3. Ìàðêîâñêàÿ ìîäåëü êèíåòè÷åñêîé ñõåìû. Ïåðâîå è âòîðîå

óðàâíåíèÿ â ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ. Èç ñõåìû âçàèìîäåéñòâèé (1)

èìååì âåêòîðû εi = (εi1, . . . , ε
i
n) ∈ Nn, i = 1, . . . , l. Êàæäîìó âåêòîðó εi ñî-

ïîñòàâèì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà Nn, {piγ > 0,
∑

γ∈Nn piγ = 1, piεi =

0}, è íàáîð ÷èñåë {φi
α > 0, α ∈ Nn; φi

α = 0, åñëè ïðè íåêîòîðîì k αk < εik}
ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå,

φi
α = λi

n∏
j=1

αj(αj − 1) . . . (αj − εij + 1), α ∈ Nn, (3)

ãäå λi > 0 � êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, i = 1, . . . , n. Äëÿ ìàð-

êîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) êëàññà B2 ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì [10]

aαα = −
l∑

i=1

φi
α, aαβ =

l∑
i=1

φi
αp

i
β−α+εi, α ̸= β, α, β ∈ Nn.

Ïðîöåññ ξ(t) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû âçà-

èìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö n òèïîâ T1, . . . , Tn. Ñîáûòèå {ξ(t) = α} åñòü òàêîå
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, â êîòîðîì â ìîìåíò âðåìåíè t èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü

Sα ÷àñòèö, ñîñòîÿùàÿ èç α1 ÷àñòèö òèïà T1, . . . , αn ÷àñòèö òèïà Tn: Sα =

α1T1 + . . .+ αnTn. Çàäàäèì l êîìïëåêñîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö Sεi, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ âåêòîðàì εi. ×åðåç ñëó÷àéíîå âðåìÿ τ iα, P{τ iα 6 t} = 1−e−φi
αt,

ïðîèñõîäèò âçàèìîäåéñòâèå êîìïëåêñà ÷àñòèö Sεi. Â ýòîò ìîìåíò èç α1 ÷à-

ñòèö òèïà T1 âûáèðàåòñÿ εi1 ÷àñòèö, . . . , èç αn ÷àñòèö òèïà Tn âûáèðàåòñÿ

εin ÷àñòèö, è ýòîò êîìïëåêñ ÷àñòèö Sεi ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé {piγ}
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çàìåíÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ Sγ íîâûõ ÷àñòèö. Ñèñòåìà èç ñîñòîÿíèÿ Sα, ñî-

îòâåòñòâóþùåãî âåêòîðó α, ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå Sα−εi+γ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå âåêòîðó α − εi + γ, äàëåå ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íàÿ ýâîëþöèÿ ñèñòåìû

÷àñòèö.

Â ñîñòîÿíèè Sα ñèñòåìà íàõîäèòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ τα, ïîêà íå ïðîèçîé-

äåò êàêîå-ëèáî èç l âçàèìîäåéñòâèé, òî åñòü τα = min(τ 1α, . . . , τ
l
α). Çäåñü

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τ 1α, . . . , τ
l
α íåçàâèñèìû. ÒîãäàP{τα 6

t} = 1 − e−(φ1
α+...+φl

α)t è âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðîèçîøëî âçàèìîäåéñòâèå êîì-

ïëåêñà ÷àñòèö Sεi, ïðè óñëîâèè, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ïðîèçîøëî, ðàâíà

φi
α

(∑l
i=1 φ

i
α

)−1
. Âîçìîæíûå ïðåâðàùåíèÿ ÷àñòèö â òàêîé ñèñòåìå ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñõåìîé âçàèìîäåéñòâèé (1), ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð γi = (γi
1, γ

i
2, . . . , γ

i
n)

èìååò ðàñïðåäåëåíèå {piγ}, i = 1, . . . , l.

Âûáîð çíà÷åíèé (3) äëÿ φi
α îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ìàð-

êîâñêèé ïðîöåññ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè α = (α1, . . . , αn), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

íàëè÷èþ ñîâîêóïíîñòè ÷àñòèö Sα = α1T1 + α2T2 + . . . + αnTn. Ïðåäïîëà-

ãàåì, ÷òî çà âðåìÿ ∆t, ∆t → 0, âåðîÿòíîñòü φi
α∆t+ o(∆t) âçàèìîäåéñòâèÿ

êîìïëåêñà ÷àñòèö Sεi ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó C
εi1
α1 ñî÷åòàíèé εi1 ÷àñòèö òè-

ïà T1 èç èìåþùèõñÿ α1 ÷àñòèö òèïà T1, . . . , ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó C
εin
αn

ñî÷åòàíèé εin ÷àñòèö òèïà Tn èç èìåþùèõñÿ αn ÷àñòèö òèïà Tn.

Äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ êëàññà B2 óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà äëÿ ïå-

ðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çàïèñûâàþòñÿ â êîìïàêòíîì âèäå, èñïîëüçóÿ ïðî-

èçâîäÿùèå ôóíêöèè. Ìíîãîìåðíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé Fξ(s1, . . . , sn),

ñîîòâåòñòâóþùåé öåëî÷èñëåííîìó ñëó÷àéíîìó âåêòîðó ξ = (ξ1, . . . , ξn) ñ

ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé {pα > 0, α ∈ Nn,
∑

α∈Nn pα = 1}, íàçûâàåò-
ñÿ ñóììà ðÿäà [7, 20]

Fξ(s1, . . . , sn) = Msξ11 . . . sξnn =
∑
α∈Nn

pαs
α1
1 . . . sαn

n .

Äàëåå áóäåì ïðèìåíÿòü çàïèñü s = (s1, . . . , sn), sα = sα1
1 . . . sαn

n , α! =

α1! . . . αn!. Äëÿ âåêòîðà áóäåì óïîòðåáëÿòü îáîçíà÷åíèå 1, åñëè âñå åãî êîì-

ïîíåíòû ðàâíû åäèíèöå; |s| îáîçíà÷èì âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè |si|.
Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà âû÷èñëÿþò

ïî ôîðìóëå [20]

Mξi =
∂Fξ(1)

∂si
, i = 1, . . . , n,

7



ãäå ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå s = 1 ïîíèìàåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ ñëåâà ïî âñåì

êîîðäèíàòàì si, i = 1, . . . , n. Âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè èìååò âèä

Dξi =
∂2Fξ(1)

∂s2i
+

∂Fξ(1)

∂si
−
(∂Fξ(1)

∂si

)2

, i = 1, . . . , n.

Äëÿ ñâåðòêè ïåðâîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãî-

ðîâà ââîäÿòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïåðåõîäíûõ

âåðîÿòíîñòåé (z = (z1, . . . , zn))

Gβ(t; z) =
∑
α∈Nn

zα

α!
Pαβ(t)

è ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

hi

( ∂

∂z

)
=

∑
γ∈Nn

piγ
∂γ

∂zγ
, i = 1, . . . , l;

∂γ

∂zγ
=

∂γ1+...+γn

∂zγ11 . . . ∂zγnn
.

Ò å î ð å ì à 1 [10]. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîä-

íûõ âåðîÿòíîñòåé Gβ(t; z) ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) êëàññà B2 ïðè ëþáîì

β ∈ Nn óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ (λi > 0, i = 1, . . . , n)

∂Gβ(t; z)

∂t
=

l∑
i=1

λiz
εi
(
hi

( ∂

∂z

)
− ∂εi

∂zεi

)
Gβ(t; z), Gβ(0; z) =

zβ

β!
.

Äëÿ ñâåðòêè âòîðîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðî-

âà èñïîëüçóþò ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè (|s| 6 1)

Fα(t; s) = M(sξ(t) | ξ(0) = α) =
∑
β∈Nn

Pαβ(t)s
β, hi(s) =

∑
γ∈Nn

piγs
γ.

Ò å î ð å ì à 2 [10]. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

Fα(t; s) ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) êëàññà B2 ïðè ëþáîì α ∈ Nn óäîâëå-

òâîðÿåò ïðè |s| 6 1 ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ

∂Fα(t; s)

∂t
=

l∑
i=1

λi

(
hi(s)− sε

i)∂εiFα(t; s)

∂sεi
, Fα(0; s) = sα.

Ôóíêöèè Gβ(t; z), Fα(t; s) è hi(s) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â ðàññìàò-

ðèâàåìûõ îáëàñòÿõ.
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2. Äâóõâåðøèííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå â áèñòàáèëüíîé

ñèñòåìå 3T → 2T; 2T → 3T; T → 0; 0 → T

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíûé âî âðåìåíè ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ðîæäåíèÿ

è ãèáåëè ξ(t), t ∈ [0,∞), íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé N = {0, 1, 2, . . . }, ïåðå-
õîäíûå âåðîÿòíîñòè Pij(t) = P{ξ(t) = j | ξ(0) = i} êîòîðîãî ïðè t → 0+

ïðåäñòàâèìû â âèäå (λ0 > 0, λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 > 0)

Pi,i−1(t) = (λ1i+ λ3i(i− 1)(i− 2))t+o(t), Pi,i+1(t) = (λ0 + λ2i(i− 1))t+o(t),

Pii(t) = 1− (λ0 + λ1i+ λ2i(i− 1) + λ3i(i− 1)(i− 2))t+ o(t), Pij(t) = o(t),

j ̸= i− 1, i, i+1. Ïåðâóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïåðå-

õîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðè ïîìîùè ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-

öèè Gj(t; z) =
∑∞

i=0(z
i/i!)Pij(t), çàïèøåì â âèäå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

∂Gj(t; z)

∂t
=

[
λ3z

3
( ∂2

∂z2
− ∂3

∂z3

)
+ λ2z

2
( ∂3

∂z3
− ∂2

∂z2

)
+ λ1z

(
1− ∂

∂z

)
+

+ λ0

( ∂

∂z
− 1

)]
Gj(t; z), Gj(0, z) =

zj

j!
.

Âòîðóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíî-

ñòåé ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè Fi(t; s) =
∑∞

j=0 Pij(t)s
j, |s| 6 1,

çàïèøåì â âèäå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà

∂Fi(t; s)

∂t
= λ3(s

2−s3)
∂3Fi(t; s)

∂s3
+λ2(s

3−s2)
∂2Fi(t; s)

∂s2
+λ1(1−s)

∂Fi(t; s)

∂s
+

+ λ0(s− 1)Fi(t; s), Fi(0; s) = si. (4)

Â ñîñòîÿíèè i ïðîöåññ íàõîäèòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ τi, P{τi < t} = 1 −
e−(λ0+λ1i+λ2i(i−1)+λ3i(i−1)(i−2))t. Çàòåì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ïðîöåññà i → i− 1

ñ âåðîÿòíîñòüþ

λ1i+ λ3i(i− 1)(i− 2)

λ0 + λ1i+ λ2i(i− 1) + λ3i(i− 1)(i− 2)
,

èëè ïåðåõîä i → i+ 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ

λ0 + λ2i(i− 1)

λ0 + λ1i+ λ2i(i− 1) + λ3i(i− 1)(i− 2)
.

Äàëåå àíàëîãè÷íàÿ ýâîëþöèÿ ïðîöåññà. Ðàññìàòðèâàåìûé ìàðêîâñêèé ïðî-

öåññ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ðîæäåíèÿ è ãèáåëè êóáè÷åñêîãî òèïà.
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Ìàðêîâñêàÿ ìîäåëü ξ(t) èëëþñòðèðóåò ðîëü ñòîõàñòè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé

ïðè ðàññìîòðåíèè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ñ êèíåòè÷åñêîé ñõåìîé A + 2T �
3T ; T � B [6], ïðè÷åì êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ A è B ïîääåðæèâàþòñÿ ïî-

ñòîÿííûìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé â ïðîñòðàí-

ñòâå, ÷òî äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïåðåìåøèâàíèåì. Êîýôôèöèåíò λ2 ïðî-

ïîðöèîíàëåí êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà A è êîýôôèöèåíò λ0 ïðîïîðöèîíàëåí

êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà B.

2.1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü è åå èññëåäîâàíèå. Äèôôåðåí-

öèðóåì óðàâíåíèå (4) ïî s,

∂2Fi(t; s)

∂t∂s
= λ3(2s− 3s2)

∂3Fi(t; s)

∂s3
+ λ3(s

2 − s3)
∂4Fi(t; s)

∂s4
+

+ λ2(3s
2 − 2s)

∂2Fi(t; s)

∂s2
+ λ2(s

3 − s2)
∂3Fi(t; s)

∂s3
−

− λ1
∂Fi(t; s)

∂s
+ λ1(1− s)

∂2Fi(t; s)

∂s2
+ λ0Fi(t; s) + λ0(s− 1)

∂Fi(t; s)

∂s
. (5)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ ñðåäíåãîAi(t) =M(ξ(t) | ξ(0) = i) = (∂Fi(t; s)/∂s)|s=1,

è ó÷èòûâàÿ Fi(t; 1) ≡ 1, ïîëó÷àåì ïðè s = 1 èç (5) ðàâåíñòâî

dAi(t)

dt
= −λ3

∂3Fi(t; s)

∂s3

∣∣∣
s=1

+ λ2
∂2Fi(t; s)

∂s2

∣∣∣
s=1

− λ1Ai(t) + λ0. (6)

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çàêîíà äåéñòâóþùèõ ìàññ ñîáëþäàþò-

ñÿ êàê ïðèáëèæåííûå äëÿ ñðåäíåãî Ai(t) ïðè áîëüøîì íà÷àëüíîì ÷èñëå

÷àñòèö; ïîëàãàþò i → ∞ (ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñîîòâåòñòâóåò ïðèíÿòî-

ìó â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ≪òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëüíîìó ïåðåõî-

äó≫ [15, 19]) è

∂2Fi(t; s)

∂s2

∣∣∣
s=1

≈
(∂Fi(t; s)

∂s

∣∣∣
s=1

)2

,
∂3Fi(t; s)

∂s3

∣∣∣
s=1

≈
(∂Fi(t; s)

∂s

∣∣∣
s=1

)3

.

Òîãäà èç (6) ñëåäóåò óðàâíåíèå äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè

ẋ = −λ3x
3 + λ2x

2 − λ1x+ λ0, (7)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0; çäåñü x(t)� êîëè÷åñòâî ðåàãåíòà â ìîìåíò

âðåìåíè t.

Ïîñêîëüêó−λ3 < 0, òî ïðè t → ∞ â ñèñòåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîâåñèå.

Åñëè òðè êîðíÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ

−λ3x
3 + λ2x

2 − λ1x+ λ0 = 0 (8)
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äåéñòâèòåëüíûå è ðàçëè÷íûå, òî èìååòñÿ òðè òî÷êè ëîêàëüíîãî ðàâíîâå-

ñèÿ. Ïðè ýòîì ìåíüøèé è áîëüøèé êîðåíü ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè óñòîé÷èâîãî

ðàâíîâåñèÿ, à êîðåíü ìåæäó íèìè òî÷êîé íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè (7)

ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò

òî÷êàì ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, x(t)

ñòðåìèòñÿ ê îäíîìó èç äâóõ óñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé: åñëè íà÷àëüíîå ïîëî-

æåíèå íèæå ïîëîæåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, òî ïðè t → ∞ ðåøåíèå

x(t) ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ ìåíüøåãî êîðíÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ê çíà÷å-

íèþ áîëüøåãî êîðíÿ xc. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà

ξ(t) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè ïðîâîäèò

âáëèçè òî÷åê óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé äåòåðìèíèðîâàí-

íîé ìîäåëè (ñì. ðèñ. 1, 2), ïåðåõîäÿ îò îäíîé òî÷êè ê äðóãîé (áèñòàáèëüíàÿ

ñèñòåìà [6], ãë. 7, � 1; [14]).

Ðèñ. 1: Ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (7) è ðåàëèçàöèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè
ξ(0) = 60. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ λ0 = 4, 5 · 105, λ1 = 1, 95 · 104, λ2 = 2, 6 · 102, λ3 = 1

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû òðè ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ (8) è ðåàëè-

çàöèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t). Ïðè λ0 → ∞ óðàâíåíèå (8) èìååò, ÷òî

íåòðóäíî ïîêàçàòü, åäèíñòâåííûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü xc, ÿâëÿþùèéñÿ

òî÷êîé óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8)

è ðåàëèçàöèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t), ïîëó÷åííûå ïðè óâåëè÷åíèè ïà-

ðàìåòðà λ0 ïî ñðàâíåíèþ ñ ðèñ. 2; ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ξ(t) ñîâåðøàåò êî-

ëåáàíèÿ îêîëî çíà÷åíèÿ xc.
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2.2. Ãèñòîãðàììû äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìåòîäîì

ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëó÷åíû îöåíêè q̂j äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âå-

ðîÿòíîñòåé qj = limt→∞P{ξ(t) = j | ξ(0) = i}, j ∈ N ,
∑∞

j=0 qj = 1.

Âåëè÷èíà q̂j âû÷èñëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ñóììàðíîãî âðåìåíè íàõîæäåíèÿ

ïðîöåññà â ñîñòîÿíèè j êî âñåìó âðåìåíè ïîñòðîåíèÿ ðåàëèçàöèè ïðîöåññà.

Ãèñòîãðàììà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ðèñ. 2 èëëþñòðèðóåò áè-

ñòàáèëüíóþ ñèñòåìó. Òî÷êè ìàêñèìóìîâ ãèñòîãðàììû íå ñîâïàäàþò ñ òî÷-

êàìè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ â äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè.

Ãèñòîãðàììà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ðèñ. 3 ïîëó÷åíà ïðè óâå-

ëè÷åíèè ïàðàìåòðà λ0 è ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè

âíåøíåãî èñòî÷íèêà ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå áëèçêî ê ïëîòíîñòè íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òî÷êà ìàêñèìóìà ãèñòîãðàììû íå ñîâïàäàåò ñ

òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ â äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè.

Ðèñ. 2: Ðåàëèçàöèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) è ãèñòîãðàììà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íà-
÷àëüíîì óñëîâèè ξ(0) = 60 è çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ3 = 1, λ2 = 2, 6 · 102, λ1 = 1, 95 · 104, λ0 = 4, 5 · 105.
×èñëî ñêà÷êîâ ïðîöåññà ξ(t) ðàâíî 107 (äëÿ ãèñòîãðàììû)

Ðèñ. 3: Ðåàëèçàöèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) è ãèñòîãðàììà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íà÷àëü-
íîì óñëîâèè ξ(0) = 160 è çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ3 = 1, λ2 = 2, 6 · 102, λ1 = 1, 95 · 104, λ0 = 6, 75 · 105.
×èñëî ñêà÷êîâ ïðîöåññà ξ(t) ðàâíî 107 (äëÿ ãèñòîãðàììû)

Ç à ì å ÷ à í è å. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðèñóíêîâ âèäà ðèñ. 1 ïðèìåíÿþò ìåòîä

Ðóíãå-Êóòòà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé è ñèñòåì. Ðåàëèçàöèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, ïðèâåäåííûå íà

ðèñ. 2, 3, ñòðîÿòñÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî [9, 11]. Èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíûé

äàò÷èê ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 1] ñëó÷àéíûõ ÷èñåë r =
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RNDM[0, 1]; ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïîêàçàòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì P{τ 6
t} = 1− e−λt îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé τ = − 1

λ ln(1− r).

3. Êâàçèñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ìàðêîâñêîãî

âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ñî ñõåìîé 2T → T; T → 0,2T

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíûé âî âðåìåíè ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ðîæäåíèÿ

è ãèáåëè ξ(t), t ∈ [0,∞), íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé N = {0, 1, 2, . . . }, ïåðå-
õîäíûå âåðîÿòíîñòè Pij(t) = P{ξ(t) = j | ξ(0) = i} êîòîðîãî ïðè t → 0+

ïðåäñòàâèìû â âèäå (λ1 > 0, λ2 > 0)

Pi,i−1(t) = (λ2i(i− 1) + p0λ1i)t+ o(t), Pii(t) = 1− (λ2i(i− 1) + λ1i)t+ o(t),

Pi,i+1(t) = p2λ1it+ o(t), Pij(t) = o(t), j ̸= i− 1, i, i+ 1,

ãäå p0 > 0, p2 > 0, p0 + p2 = 1. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Gj(t; z) =
∑∞

i=0(z
i/i!)Pij(t) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâî-

ìó óðàâíåíèþ

∂Gj(t; z)

∂t
=

[
λ2z

2
( ∂

∂z
− ∂2

∂z2

)
+λ1z

(
p1

∂2

∂z2
+p0−

∂

∂z

)]
Gj(t; z), Gj(0, z) =

zj

j!
.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Fi(t; s) =
∑∞

j=0 Pij(t)s
j

óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óðàâíåíèþ (|s| 6 1)

∂Fi(t; s)

∂t
= λ2(s−s2)

∂2Fi(t; s)

∂s2
+λ1(p2s

2+p0−s)
∂Fi(t; s)

∂s
, Fi(0; s) = si. (9)

Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i ñëó÷àéíîå âðåìÿ τi = min(τ2, τ1),

τ2, τ1 íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, P{τ2 6 t} = 1− e−λ2i(i−1)t, P{τ1 6
t} = 1 − e−λ1it. Åñëè min(τ2, τ1) = τ2, òî ïðîöåññ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå

i − 1. Åñëè min(τ2, τ1) = τ1, òî ïðîöåññ ïåðåõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ p0 â ñî-

ñòîÿíèå i − 1 è ñ âåðîÿòíîñòüþ p2 â ñîñòîÿíèå i + 1 (âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ

T → 0, 2T [20]). Äàëåå àíàëîãè÷íàÿ ýâîëþöèÿ ïðîöåññà. Ñîñòîÿíèå 0 ÿâëÿ-

åòñÿ ïîãëîùàþùèì.

3.1. Óðàâíåíèå äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè è åãî ðåøåíèå. Äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîé àâòîêàòàëèòè÷åñêîé ðåàêöèè ñ êèíåòè÷åñêîé ñõåìîé 2T →
T ; T → 0, 2T [34] ïîëó÷èì äåòåðìèíèðîâàííóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ èç-

ìåíåíèå êîëè÷åñòâà ðåàãåíòà x(t). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (9) ïî s

è ïîäñòàâèì s = 1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∂2Fi(t; s)

∂t∂s

∣∣∣
s=1

= −λ2
∂2Fi(t; s)

∂s2

∣∣∣
s=1

+ λ1(2p2 − 1)
∂Fi(t; s)

∂s

∣∣∣
s=1

.
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Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèöAi(t) = (∂Fi(t; s)/∂s)|s=1,

dAi(t)

dt
= −λ2

∂2Fi(t; s)

∂s2

∣∣∣
s=1

+ λ1(p2 − p0)Ai(t). (10)

Ñ÷èòàÿ ïðè i → ∞ ñïðàâåäëèâûì ïðèáëèæåíèå ≪òåðìîäèíàìè÷åñêîãî

ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà≫

∂2Fi(t; s)

∂s2

∣∣∣
s=1

≈
(∂Fi(t; s)

∂s

∣∣∣
s=1

)2

= A2
i (t),

ïðèõîäèì èç (10) ê óðàâíåíèþ äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè

ẋ = −λ2x
2 + λ1(p2 − p0)x,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0. Ðåøåíèå èìååò âèä (p0 ̸= p2)

x(t) =
λ1(p2 − p0)x0

(λ1(p2 − p0)− λ2x0)e−λ1(p2−p0)t + λ2x0
. (11)

Ïóñòü p2 > p0. Èç (11) ñëåäóåò, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü x(t) âû-

õîäèò ïðè t → ∞ íà ñòàöèîíàðíûé óðîâåíü xc = λ1(p2 − p0)/λ2 > 0.

Ðèñ. 4: Ðåàëèçàöèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) ïðè
åà÷àëüíîì óñëîâèè ξ(0) = 100 è çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ λ1 = 5, 5, λ2 = 0, 1; p0 = 0, 1, p2 = 0, 9

Ðèñ. 5: Ãèñòîãðàììà êâàçèñòàöèîíàðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî 1000 ðåàëèçàöèÿì ïðî-
öåññà ξ(t) íà ïðîìåæóòêå t ∈ [0, 50]

3.2. Ãèñòîãðàììà äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñëó-

÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) ìîæåò äëèòåëüíîå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷-

êè xc, íî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 îñòàíàâëèâàåòñÿ, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðîâ, â ïîãëîùàþùåì ñîñòîÿíèè 0 (ñì. ðèñ. 4).

Â ðàáîòå [34] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî óñëîâíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ qj = limt→∞P{ξ(t) = j | ξ(t) > 0, ξ(0) = i}, j = 1, 2, . . . ,
∑∞

j=1 qj = 1,

è ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî êâàçèñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå áëèçêî ê
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íîðìàëüíîìó. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíà ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêèõ èñ-

ïûòàíèé ãèñòîãðàììà óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè áîëüøèõ λ1 è p2 > 1/2

ãèñòîãðàììà áëèçêà ê ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [1].

4. Ñïèðàëåâèäíûå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè

êâàäðàòè÷íîãî òèïà T1 +T2 → 2T1; T1 → 0; 0 → T2

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíûé âî âðåìåíè äâóìåðíûé ìàðêîâñêèé ïðî-

öåññ ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)), t ∈ [0,∞), íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé N 2 = {α =

(α1, α2), α1, α2 = 0, 1, 2, . . . }, ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè P (α1,α2)
(β1,β2)

(t) = P{ξ(t) =
(β1, β2) | ξ(0) = (α1, α2)} êîòîðîãî ïðè t → 0+ ïðåäñòàâèìû â âèäå (λ2 >

0, λ1 > 0, λ0 > 0)

P
(α1,α2)
(α1+1,α2−1)(t) = λ2α1α2t+ o(t), P

(α1,α2)
(α1−1,α2)

(t) = λ1α1t+ o(t),

P
(α1,α2)
(α1,α2+1)(t) = λ0t+ o(t), P

(α1,α2)
(α1,α2)

(t) = 1− (λ2α1α1 + λ2α1 + λ0)t+ o(t).

Ââîäèì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ è ïðîçâîäÿùóþ ôóíêöèè ïå-

ðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (|s1| 6 1, |s2| 6 1)

Gβ(t; z) =
∞∑

α1,α2

zα1
1 zα2

2

α1!α2!
P

(α1,α2)
(β1,β2)

(t), Fα(t; s) =
∞∑

β1,β2=0

P
(α1,α2)
(β1,β2)

(t)sβ1

1 sβ2

2 . (12)

Ïåðâàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿò-

íîñòåé ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) ðàâíîñèëüíà äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂Gβ(t; z)

∂t
=

[
λ2z1z2

( ∂2

∂z21
− ∂2

∂z1∂z2

)
+λ1z1

(
1− ∂

∂z1

)
+λ0

( ∂

∂z2
−1

)]
Gβ(t; z),

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Gβ(0; z) =
zβ1

1 zβ2

2

β1!β2!
.

Âòîðàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿò-

íîñòåé ðàâíîñèëüíà äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂Fα(t; s)

∂t
= λ2(s

2
1− s1s2)

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+λ1(1− s1)

∂Fα(t; s)

∂s1
+λ0(s2− 1)Fα(t; s),

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Fα(0; s) = sα1
1 sα2

2 .

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (ξ1(t), ξ1(t)) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìîäåëü ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ èíôåêöèè â ïîïóëÿöèè ñ äâóìÿ òèïàìè îñîáåé: òèï T1 � èí-

ôèöèðîâàííûå; òèï T2 � âîñïðèèì÷èâûå. Ïðîöåññ ââåäåí â [2] êàê ìî-

äåëü ïîâòîðÿþùåéñÿ ýïèäåìèè è îáîáùàåò ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ýïèäåìèè
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Áàðòëåòòà�Ìàê-Êåíäðèêà [24, 29] äîïóùåíèåì, ÷òî ÷èñëî âîñïðèèì÷èâûõ

îñîáåé ïîïîëíÿåòñÿ èììèãðàöèåé.

Ñîñòîÿíèå ïðîöåññà (α1, α2) îçíà÷àåò íàëè÷èå α1 ÷àñòèö òèïà T1 è α2

÷àñòèö òèïà T2. ×åðåç ñëó÷àéíîå âðåìÿ τ 2α, P{τ 2α < t} = 1 − e−λ2α1α2t,

ïàðà ÷àñòèö òèïîâ T1 è T2 âçàèìîäåéñòâóåò è ïðåâðàùàåòñÿ â äâå ÷àñòè-

öû òèïà T1 � ïðîöåññ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó

(α1 + 1, α2 − 1). ×åðåç ñëó÷àéíîå âðåìÿ τ 1α, P{τ 1α < t} = 1 − e−λ1α1t, ÷à-

ñòèöà òèïà T1 âûáûâàåò èç ïîïóëÿöèè � ïðîöåññ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå,

ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó (α1 − 1, α2). Êðîìå òîãî, ÷åðåç ñëó÷àéíîå âðåìÿ

τ 0α, P{τ 0α < t} = 1−e−λ0t, ÷àñòèöà òèïà T2 ïîÿâëÿåòñÿ â ïîïóëÿöèè èçâíå �

ïðîöåññ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó (α1, α2+1). Ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû τ 2α, τ
1
α, τ

0
α íåçàâèñèìû, â ñîñòîÿíèè (α1, α2) ïðîöåññ íà-

õîäèòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ τα = min{τ 2α, τ 1α, τ 0α}. Äàëåå àíàëîãè÷íàÿ ýâîëþ-

öèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ äâóõìåðíûì

ïðîöåññîì ðîæäåíèÿ è ãèáåëè êâàäðàòè÷íîãî òèïà, âîçìîæíûå ñêà÷êè ïðî-

öåññà ïîêàçàíû íà ðèñ. 6.

q q q q q q qq q q q q q qq q q q q q qq q q q q q qq q q q q q q
(α1, α2)�
6

@
@R

6

�
6

Ðèñ. 6: Ñêà÷êè ïðîöåññà T1 + T2 → 2T1; T1 → 0;
0 → T2

q q q q q q qq q q q q q qq q q q q q qq q q q q q qq q q q q q q

(α1, α2)
-

6
- -

6
-
6

(β1, β2)

Ðèñ. 7: Ðåàëèçàöèÿ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå N2

ïðîöåññà T1 + T2 → 2T1 + T2; T2 → 2T2

4.1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü è åå èññëåäîâàíèå. ×òîáû ïî-

ëó÷èòü äåòåðìèíèðîâàííóþ ìîäåëü äëÿ êèíåòè÷åñêîé ñõåìû T1 + T2 →
2T1; T1 → 0; 0 → T2, äèôôåðåíöèðóåì âòîðîå óðàâíåíèå ïî s1 èëè s2,

∂2Fα(t; s)

∂s1∂t
= λ2(2s1 − s2)

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+ λ2(s

2
1 − s1s2)

∂3Fα(t; s)

∂s21∂s2
−

− λ1
∂Fα(t; s)

∂s1
+ λ1(1− s1)

∂2Fα(t; s)

∂s21
+ λ0(s2 − 1)

∂Fα(t; s)

∂s1
;
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∂2Fα(t; s)

∂s2∂t
= −λ2s1

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+ λ2(s

2
1 − s1s2)

∂3Fα(t; s)

∂s1∂s22
+

+ λ1(1− s1)
∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
− λ0Fα(t; s) + λ0(s2 − 1)

∂Fα(t; s)

∂s2
.

Ïîäñòàâëÿÿ s1 = 1, s2 = 1, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî Fα(t; 1) ≡ 1, ïîëó÷à-

åì, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö òèïà Ti, Ai(t) =

M(ξi(t) | ξ1(0) = α1, ξ2(0) = α2) = (∂Fα(t; s)/∂si)|s=1, i = 1, 2,

dA1(t)

dt
= λ2

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2

∣∣∣
s=1

− λ1A1(t);
dA2(t)

dt
= −λ2

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2

∣∣∣
s=1

+ λ0.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çàêîíà äåéñòâóþùèõ ìàññ ñîáëþäàþòñÿ

êàê ïðèáëèæåííûå äëÿ ñðåäíèõ Ai(t) ïðè áîëüøîì íà÷àëüíîì ÷èñëå ÷à-

ñòèö; ïîëàãàþò α = (nα1, nα2), n → ∞ (ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñîîòâåòñòâóåò

ïðèíÿòîìó â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ≪òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëüíîìó

ïåðåõîäó≫) è

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2

∣∣∣
s=1

≈ ∂Fα(t; s)

∂s1

∣∣∣
s=1

∂Fα(t; s)

∂s2

∣∣∣
s=1

= A1(t)A2(t).

Ïðèõîäèì ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (x1(t)�

êîëè÷åñòâî ÷àñòèö T1, x2(t) � êîëè÷åñòâî ÷àñòèö T2)

ẋ1 = λ2x1x2 − λ1x1; ẋ2 = −λ2x1x2 + λ0, (13)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1(0) = x01, x2(0) = x02.

Ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (13) èññëåäóåòñÿ [2, 4] ìåòîäîì ëèíå-

àðèçàöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñòàöèîíàðíîñòè (xc1, x
c
2) = (λ0/λ1, λ1/λ2).

Ââåäåì ôóíêöèè u1(t), u2(t), îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè x1 = xc1(1 + u1),

x2 = xc2(1 + u2); ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîñëåäíèõ âûðàæåíèé â (13) ïîëó÷àåì

ñèñòåìó óðàâíåíèé

u̇1 = λ1(u2 + u1u2); λ1u̇2 = −λ0λ2(u1 + u2 + u1u2).

Ïîëàãàÿ u1, u2 ìàëûìè è ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè u1u2, èìååì

v̇1 = λ1v2; λ1v̇2 = −λ0λ2(v1 + v2).

Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå v̈1 = λ1v̇2 è èñêëþ÷àÿ v2, ïîëó÷àåì

v̈1 +
λ0λ2

λ1
v̇1 + λ0λ2v1 = 0.
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Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-

åíòàìè íàõîäèòñÿ ÷åðåç êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà k2+ λ0λ2

λ1
k+

λ0λ2 = 0; ïóñòü λ2
0λ

2
2

4λ2
1
− λ0λ2 < 0, òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

v1 = e−
λ0λ2
2λ1

t
(
C1 cos

√
λ0λ2 −

λ2
0λ

2
2

4λ2
1

t+ C2 sin

√
λ0λ2 −

λ2
0λ

2
2

4λ2
1

t
)
;

v2 = e−
λ0λ2
2λ1

t
((

− λ0λ2

2λ1
C1 +

√
λ0λ2 −

λ2
0λ

2
2

4λ2
1

C2

)
cos

√
λ0λ2 −

λ2
0λ

2
2

4λ2
1

t−

−
(√

λ0λ2 −
λ2
0λ

2
2

4λ2
1

C1 +
λ0λ2

2λ1
C2

)
sin

√
λ0λ2 −

λ2
0λ

2
2

4λ2
1

t
)
,

ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè

x1(t) ≈ xc1(1 + v1(t)); x2(t) ≈ xc2(1 + v2(t))

çàäàþò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ � òðàåêòîðèÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè x1Ox2

åñòü ñïèðàëü, íàêðó÷èâàþùàÿñÿ íà òî÷êó ñòàöèîíàðíîñòè (ñì. ðèñ. 8).

Ðèñ. 8: Äåòåðìèíèðîâàííàÿ (x1(t), x2(t)) è ñòîõàñòè÷åñêàÿ (ξ1(t), ξ2(t)) ðåàëèçàöèè íà ôàçîâîé ïëîñ-
êîñòè ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x0

1 = α1 = 3000, x0
2 = α2 = 0 è çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ2 = 5 · 10−5,

λ1 = 0, 5, λ0 = 103

4.2. Ïðèìåð ðåàëèçàöèè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Íà ðèñ. 8 ïðè-

âåäåí ïîëó÷åííûé ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïðèìåð ñïèðàëåîáðàçíîé ðåàëè-

çàöèè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t). Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ äëèòåëüíîå âðåìÿ

íàõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñòàöèîíàðíîñòè (λ0/λ1, λ1/λ2), íî ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ 1 ïîïàäàåò, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, â ïîãëîùàþùåå

ìíîæåñòâî {(0, 0), (0, 1), (0, 2), . . .}.
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5. Ñèñòåìà ≪ïàðàçèò-íîñèòåëü≫ T1 +T2 → 2T1 +T2; T2 → 2T2

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíûé âî âðåìåíè ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ξ(t) =

(ξ1(t), ξ2(t)), t ∈ [0,∞), íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé N 2, ñîîòâåòñòâóþùèé ñõå-

ìå âçàèìîäåéñòâèé T1+T2 → 2T1+T2; T2 → 2T2. Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäÿùèå

ôóíêöèè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (12), ïåðâóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïå-

ðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé èìååì â âèäå

∂Gβ(t; z)

∂t
=

[
λ1z1z2

( ∂3

∂z21∂z2
− ∂2

∂z1∂z2

)
+ λ2z2

( ∂2

∂z22
− ∂

∂z2

)]
Gβ(t; z),

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Gβ(0; z) =
zβ1

1 zβ2

2

β1!β2!
; âòîðóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå

∂Fα(t; s)

∂t
= λ1(s

2
1s2 − s1s2)

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+ λ2(s

2
2 − s2)

∂Fα(t; s)

∂s2
, (14)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Fα(0; s) = sα1
1 sα2

2 .

Êèíåòè÷åñêàÿ ñõåìà çàäàåò ìîäåëü òèïà ≪ïàðàçèò-íîñèòåëü≫ [27], ãäå

≪íîñèòåëü≫ T2 ðàçìíîæàåòñÿ, à ≪ïàðàçèò≫ T1 ñïîñîáåí ðàçìíîæàòüñÿ ïðè

íàëè÷èè íîñèòåëÿ. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ öåëû-

ìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè (α1, α2), ãäå α1 � ÷èñëî ÷àñòèö òè-

ïà T1, α2 � ÷èñëî ÷àñòèö òèïà T2. Åñëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íàõîäèòñÿ â

ñîñòîÿíèè (0, α2), òî ïðîèñõîäèò ñêà÷îê (0, α2) → (0, α2 + 1). Ñîñòîÿíèÿ

(α1, 0) � ïîãëîùàþùèå. Èç äðóãèõ ñîñòîÿíèé (α1, α2) âîçìîæíû ñêà÷êè

(α1, α2) → (α1 + 1, α2) èëè (α1, α2) → (α1, α2 + 1) (ñì. ðèñ. 7). Â ñîñòîÿíèè

(α1, α2) ïðîöåññ íàõîäèòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ τ(α1,α2) = min(τ 2(α1,α2)
, τ 1(α1,α2)

);

ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí τ 2(α1,α2)
, τ 1(α1,α2)

èìåþò âèä

P{τ 2(α1,α2)
< t} = 1− e−λ1α1α2t, P{τ 1(α1,α2)

< t} = 1− e−λ2α2t.

5.1. Óðàâíåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè è ðåøåíèå. Ïðîäèô-

ôåðåíöèðóåì âòîðîå óðàâíåíèå (14) ïî s1 èëè s2, ïîëó÷èì

∂2Fα(t; s)

∂t∂s1
= λ1(2s1s2 − s2)

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+ λ1(s

2
1s2 − s1s2)

∂3Fα(t; s)

∂s21∂s2
+

+ λ2(s
2
2 − s2)

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
; (15)

19



∂2Fα(t; s)

∂t∂s2
= λ1(s

2
1 − s1)

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+ λ1(s

2
1s2 − s1s2)

∂3Fα(t; s)

∂s1∂s22
+

+ λ2(2s2 − 1)
∂Fα(t; s)

∂s2
+ λ2(s

2
2 − s2)

∂2Fα(t; s)

∂s22
.

Ïîäñòàâëÿÿ s = 1 è èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö

òèïà Ti, Ai(t) = (∂Fα(t; s)/∂si)|s=1, i = 1, 2, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

dA1(t)

dt
= λ1

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2

∣∣∣
s=1

;
dA2(t)

dt
= λ2

∂Fα(t; s)

∂s2

∣∣∣
s=1

. (16)

Ñ÷èòàÿ ïðè α = (nα1, nα2), n → ∞, ñïðàâåäëèâûì ïðèáëèæåíèå

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2

∣∣∣
s=1

≈ ∂Fα(t; s)

∂s1

∣∣∣
s=1

∂Fα(t; s)

∂s2

∣∣∣
s=1

,

èç (16) ïðèõîäèì ê äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè

ẋ1 = λ1x1x2; ẋ2 = λ2x2,

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âîçüìåì x1(0) = α1, x2(0) = α2; çäåñü x1(t), x2(t) �

êîëè÷åñòâà ÷àñòèö T1, T2 â ìîìåíò âðåìåíè t. Ðåøåíèå ñèñòåìû èìååò âèä

x1(t) = α1e
λ1α2(e

λ2t−1)/λ2; x2(t) = α2e
λ2t. (17)

5.2. Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé â ìàðêîâñêîé ìî-

äåëè. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö òèïà T1,

A1(t) =M(ξ1(t)|(ξ1(0), ξ2(0)) = (α1, α2)) =
∂Fα(t; s)

∂s1

∣∣∣
s1=1,s2=1

.

Ââåäåì, ñëåäóÿ ðàáîòå [27], ôóíêöèþ

H(t; s2) =
∂Fα(t; s)

∂s1

∣∣∣
s1=1

,

òîãäà A1(t) = H(t; s2)|s2=1. Â ðàâåíñòâî (15) ïîäñòàâèì s1 = 1, èìååì

∂2Fα(t; s)

∂t∂s1

∣∣∣
s1=1

= s2(λ2s2 − λ2 + λ1)
∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2

∣∣∣
s1=1

,

èëè èñïîëüçóÿ ââåäåííóþ ôóíêöèþ,

∂H(t; s2)

∂t
= s2(λ2s2 − λ2 + λ1)

∂H(t; s2)

∂s2
; (18)

íà÷àëüíîå óñëîâèå H(0; s2) = α1s
α2
2 .
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Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà (18) çàïèøåì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé (óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê) [22]

dt

1
=

ds2
−s2(λ2s2 − λ2 + λ1)

=
dH

0

è íàéäåì ïåðâûå èíòåãðàëû. Èç ðàâåíñòâà

dt

1
=

ds2
−s2(λ2s2 − λ2 + λ1)

ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì (λ1 ̸= λ2)

t =
1

λ1 − λ2
ln
(λ2s2 − λ2 + λ1

s2

)
+ C∗

1 .

Ïîòåíöèèðóÿ, ïîëîæèì C1 = eC
∗
1 , è òîãäà ïåðâûé èíòåãðàë

λ2s2 − λ2 + λ1

s2
e−(λ1−λ2)t = C1.

Âòîðîé ïåðâûé èíòåãðàë ïîëó÷àåì èç ðàâåíñòâà

dt

1
=

dH

0
; H = C2,

è îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18) èìååò âèä [22]

F
(λ2s2 − λ2 + λ1

s2
e−(λ1−λ2)t, H

)
= 0,

ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî

óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî H,

H(t; s2) = f
(λ2s2 − λ2 + λ1

s2
e−(λ1−λ2)t

)
,

ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18), ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîìó

óñëîâèþ. Ïðè t = 0 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

f
(λ2s2 − λ2 + λ1

s2

)
= α1s

α2

2 .

Ïîëîæèì (λ2s2 − λ2 + λ1)/s2 = y, òîãäà s2 = (λ1 − λ2)/(y − λ2), è èñêîìàÿ

ôóíêöèÿ

f(y) = α1

(λ1 − λ2

y − λ2

)α2

.
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Ðèñ. 9: Äåòåðìèíèðîâàííûå x1(t), x2(t) è ñòîõàñòè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ξ1(t), ξ2(t), ñðåäíèå çíà÷åíèÿ
A1(t), A2(t), t ∈ [0; 0, 6], ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ α1 = 4, α2 = 6 è çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ1 = 0, 5,
λ2 = 1, 5

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå

H(t; s2) = α1(λ1 − λ2)
α2

(λ2s2 − λ2 + λ1

s2
e−(λ1−λ2)t − λ2

)−α2

.

Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó s2 = 1, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (λ1 ̸= λ2)

A1(t) = α1

(
λ1 − λ2

λ1e−(λ1−λ2)t − λ2

)α2

. (19)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ A2(t) ðàññìîòðèì âòîðîå èç óðàâíåíèé (16),

dA2(t)

dt
= λ2A2(t),

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì A2(0) = α2; îòñþäà

A2(t) = α2e
λ2t.

Ïîëó÷åííûå òî÷íûå ðåøåíèÿ (17) è (19) ïîêàçûâàþò íåñîâïàäåíèå x1(t)

äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè è ñðåäíåãî A1(t) äëÿ ìàðêîâñêîé ìîäåëè.

Â ÷àñòíîñòè, limt→têð A1(t) = ∞, ãäå têð = ln(λ1/λ2)/(λ1 − λ2), à çíà÷åíèÿ

x1(t) êîíå÷íû ïðè t ∈ [0,∞) (ñì. ðèñ. 9) [18].
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6. Âåðîÿòíîñòíûé àíàëîã ìîäåëè êîíêóðåíöèè T1 +T2 → T1,T2;

2T1 → T1; 2T2 → T2; T1 → 2T1; T2 → 2T2

Êèíåòè÷åñêàÿ ñõåìà T1 + T2 → T1, T2; 2T1 → T1; 2T2 → T2; T1 → 2T1;

T2 → 2T2 îïèñûâàåò êîíêóðåíöèþ ìåæäó äâóìÿ âèäàìè îñîáåé çà îáëà-

äàíèå îãðàíè÷åííûì ìèêðîêîñìîì [31]. T1 + T2 → T1, T2 îçíà÷àåò êîíêó-

ðåíòíóþ áîðüáó ìåæäó ÷àñòèöàìè ðàçíûõ òèïîâ � â ðåçóëüòàòå îñòàåòñÿ

÷àñòèöà òèïà T1 èëè ÷àñòèöà òèïà T2. ×àñòèöû êàæäîãî òèïà ìîãóò ðàç-

ìíîæàòüñÿ T1 → 2T1; T2 → 2T2 è ãèáíóòü â ðåçóëüòàòå ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ

2T1 → T1; 2T2 → T2. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü çàäàåòñÿ ñèñòåìîé êèíå-

òè÷åñêèõ óðàâíåíèé [31] (x1(t), x2(t) � ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé â ìîìåíò

âðåìåíè t)

ẋ1 = b1x1 −
b1
K1

x21 −
b1κ1

K1
x1x2; ẋ2 = b2x2 −

b2
K2

x22 −
b2κ2

K2
x1x2, (20)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1(0) = x01, x2(0) = x02. Çäåñü b1, b2 � êîýôôèöè-

åíòû ïîòåíöèàëüíîé ñêîðîñòè ðîñòà îñîáåé ïåðâîãî è âòîðîãî âèäîâ; K1,

K2 � ïðåäåëüíûå êîëè÷åñòâà îñîáåé êàæäîãî âèäà ïðè îòñóòñòâèè êîíêó-

ðåíöèè; κ1, κ2 � êîýôôèöèåíòû áîðüáû çà ñóùåñòâîâàíèå.

Äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè (20) ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíûé âî âðåìåíè

ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)) íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé N2 =

{(α1, α2), α1, α2 = 0, 1, . . .}, ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè P
(α1,α2)
(β1,β2)

(t), t ∈ [0,∞),

êîòîðîãî ïðåäñòàâèìû ïðè t → 0+ â âèäå (λi > 0, i = 1, . . . , 5 )

P
(α1,α2)
(α1−1,α2)

(t) = (p2α1α2λ1 + α1(α1 − 1)λ2)t+ o (t), P
(α1,α2)
(α1+1,α2)

(t) = α1λ4t+ o (t),

P
(α1,α2)
(α1,α2−1)(t) = (p1α1α2λ1 + α2(α2 − 1)λ3)t+ o (t), P

(α1,α2)
(α1,α2+1)(t) = α2λ5t+ o (t),

ãäå p1 > 0, p2 > 0, p1 + p2 = 1 [14]. Èñïîëüçóÿ äâóìåðíûå ïðîèçâîäÿùèå

ôóíêöèè (12), çàïèñûâàåì ïåðâîå óðàâíåíèå

∂Gβ(t; z)

∂t
=

[
λ1z1z2

(
p1

∂

∂z1
+ p2

∂

∂z2
− ∂2

∂z1∂z2

)
+ λ2z

2
1

( ∂

∂z1
− ∂2

∂z21

)
+

+ λ3z
2
2

( ∂

∂z2
− ∂2

∂z22

)
+ λ4z1

( ∂2

∂z21
− ∂

∂z1

)
+ λ5z2

( ∂2

∂z22
− ∂

∂z2

)]
Gβ(t; z),
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Gβ(0; z) =
zβ1

1 zβ2

2

β1!β2!
, è âòîðîå óðàâíåíèå (|s| 6 1)

∂Fα(t; s)

∂t
= λ1(p1s1 + p2s2 − s1s2)

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+ λ2(s1 − s21)

∂2Fα(t; s)

∂s21
+

+ λ3(s2 − s22)
∂2Fα(t; s)

∂s22
+ λ4(s

2
1 − s1)

∂Fα(t; s)

∂s1
+ λ5(s

2
2 − s2)

∂Fα(t; s)

∂s2
, (21)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Fα(0; s) = sα1
1 sα2

2 .

Ïðèìåíèâ ê óðàâíåíèþ (21) èçëîæåííûé ðàíåå ≪òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðå-

äåëüíûé ïåðåõîä≫, ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðàìåòðû âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè (21) è

äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè (20) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè λ1p1 = b2κ2/K2,

λ1p2 = b1κ1/K1, λ2 = b1/K1, λ3 = b2/K2, λ4 = b1, λ5 = b2.

Íà ðèñ. 10 øòðèõîâûìè ëèíèÿìè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëåíû

ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè (20), ïîñòðîåííûå

ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ïðèâåäåí ïðèìåð ðåàëèçàöèè ìàðêîâ-

ñêîãî ïðîöåññà (ξ1(t), ξ2(t)) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (ξ1(0), ξ2(0)) = (10, 10).

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññ

ñîâåðøàåò ñëó÷àéíûå êîëåáàíèÿ âáëèçè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ äåòåðìèíèðî-

âàííîé ìîäåëè.

Ðèñ. 10: Äåòåðìèíèðîâàííûå (x1(t), x2(t)) è ñòîõàñòè÷åñêàÿ (ξ1(t), ξ2(t)) ðåàëèçàöèè íà ôàçîâîé ïëîñ-
êîñòè ïðè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ b1 = 0, 1645, b2 = 0, 0552, K1 = 223, K2 = 96, κ1 = 1, 35, κ2 = 0, 18.
×èñëî ñêà÷êîâ ïðîöåññà (ξ1(t), ξ2(t)) ðàâíî 104

6.1. Äâóìåðíàÿ ãèñòîãðàììà êâàçèñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ. Ïðîöåññ ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)) ïðè t → ∞ îêàçûâàåòñÿ ëèáî â êëàññå ñî-

ñòîÿíèé L1 = {(1, 0), (2, 0), . . .}, ëèáî â êëàññå ñîñòîÿíèé L2 = {(0, 1), (0, 2),
. . .}. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â îäèí èç çàìêíóòûõ êëàññîâ çà âðåìÿ t îáî-

çíà÷èì Qα1α2
(t) =

∑∞
β=1(P

(α1,α2)
(β,0) (t) + P

(α1,α2)
(0,β) (t)), α1, α2 = 1, 2, . . . è ââåäåì
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Ðèñ. 11: Ãèñòîãðàììà êâàçèñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ b1 = 0, 1645, b2 =
0, 0552, K1 = 223, K2 = 96, κ1 = 1, 35, κ2 = 0, 18. ×èñëî ñêà÷êîâ ïðîöåññà (ξ1(t), ξ2(t)) ðàâíî 107 (äëÿ
ãèñòîãðàììû)

êâàçèñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè [20]

qβ1β2
= lim

t→∞

P
(α1,α2)
(β1,β2)

(t)

1−Qα1α2
(t)

, β1, β2 = 1, 2, . . .

� âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ïðîöåññà â ñîñòîÿíèè (β1, β2) ïðè t → ∞ ïðè

óñëîâèè, ÷òî ïðîöåññ íå ïîïàë â L1, L2,
∑∞

β1,β2=1 qβ1β2
= 1.

Ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëó÷åíû îöåíêè êâàçèñòàöè-

îíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé q̂β1β2
, β1, β2 = 1, 2, . . . , âû÷èñëåííûå êàê îòíîøåíèå

ñóììàðíîãî âðåìåíè íàõîæäåíèÿ ïðîöåññà (ξ1(t), ξ2(t)) â ñîñòîÿíèè (β1, β2)

êî âñåìó âðåìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðè óñëîâèè ÷òî ïðîöåññ íå ïîïàë â L1,

L2. Ãèñòîãðàììà êâàçèñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ðèñ. 11 áëèçêà ê

ïëîòíîñòè äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íà ðèñ. 10 ïîêàçàíà

ëèíèÿ óðîâíÿ ãèñòîãðàììû.
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Ïðèëîæåíèå

7. Òèïîâîé ðàñ÷åò

Çàäàíèå 1. Ïî ñõåìå âçàèìîäåéñòâèé âûïèñàòü ïåðâîå è âòîðîå óðàâ-

íåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâñêîãî

ïðîöåññà. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ≪òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïðåäåëüíûì ïåðå-

õîäîì≫ (ïðè áîëüøîì ÷èñëå ÷àñòèö) âûâåñòè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè êèíåòè÷åñêîé ñõåìû. Íàéòè òî÷êè

ñòàöèîíàðíîñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðîâåñòè àíàëèç

ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé x1(t), . . . , xn(t) äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè. Ãðàôè-

êè òðàåêòîðèé äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè xi(t) â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè

t äàþòñÿ ñòàíäàðòíîé ïîäïðîãðàììîé ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà.

Çàäàíèå 2. Îïðåäåëèòü ñêà÷êè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãè-

áåëè èç ñîñòîÿíèÿ α = (α1, . . . , αn), äàòü èõ ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, è

âûïèñàòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ âðåìåíè τα íàõîæäåíèÿ ïðî-

öåññà â ñîñòîÿíèè α. Íà ýòîé îñíîâå â îäíîì èç ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ

Matlab, Maple, Mathematica ñîñòàâèòü ÷èñëåííóþ ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ïðî-

öåññà (ξ1(t), . . . , ξn(t)). Ãðàôèêè ðåàëèçàöèé ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξi(t) â

çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè t ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ

÷èñåë. Âûâåñòè ñîâìåñòíûå ãðàôèêè ñòîõàñòè÷åñêèõ è äåòåðìèíèðîâàííûõ

òðàåêòîðèé íà âñåõ ôàçîâûõ ïëîñêîñòÿõ xiOxj, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ãðà-

ôè÷åñêèå ïîäïðîãðàììû.

Çàäàíèå 3. Îïðåäåëèòü íàëè÷èå èììèãðàöèè, ïîãëîùàþùèõ ñîñòîÿíèé;

ïðè t → ∞ � íàëè÷èå (êâàçè)ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ôèíàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ èëè âîçìîæíîñòü óõîäà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íà áåñêîíå÷-

íîñòü. Ïðîàíàëèçèðîâàòü è ñðàâíèòü ïîâåäåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè è

äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè ïðè t → ∞. Âèçóàëüíûìè íàáëþäåíèÿìè çà

ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ îïðåäåëèòü ïîðÿäîê íà÷àëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ α, ïðè êîòîðîì ñòîõàñòè÷åñêèå ðåàëèçàöèè áëèçêè ê äåòåðìèíè-

ðîâàííûì òðàåêòîðèÿì (åñëè òàêàÿ áëèçîñòü èìååòñÿ).

Çàäàíèå 4. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ïîäïðîãðàììû, ïîñòðîèòü îäíîìåð-

íóþ (äâóìåðíóþ) ãèñòîãðàììó (êâàçè)ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè

ôèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ïóòåì ìíîãîêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ ÷èñëåííîãî
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ìîäåëèðîâàíèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (ïðè áîëüøîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè

ìîäåëèðîâàíèÿ t ∈ [0, T ]). Ñòàòèñòè÷åñêèìè ýêñïåðèìåíòàìè èññëåäîâàòü

èçìåíåíèå ãèñòîãðàììû â çàâèñèìîñòè îò îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ (îäèí èç

ïàðàìåòðîâ èíòåíñèâíîñòè λi èëè íà÷àëüíîå ÷èñëî ÷àñòèö αi � ïî óêàçà-

íèþ ïðåïîäàâàòåëÿ). Âîçìîæíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîãäà ãèñòîãðàììà

áëèçêà ê ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî çàêîíà, ïëîòíîñòè ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ èëè äðóãîìó èçâåñòíîìó âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ?

Âàðèàíòû òèïîâîãî ðàñ÷åòà.

1. T1 + T2 → 0, T1, 2T1; T1 → 0, ðàçìíîæåíèå íåéòðîíîâ ñ âûãîðàíèåì

ÿäåðíîãî òîïëèâà [8].

2. 2T1 + T2 → 3T1; T1 → 0, 2T2; 0 → T1, áðþññåëÿòîð [17, 11].

3. T1+T2 → T2+T4; T1 → 0; 0 → T1, êàòàëèòè÷åñêèé ðåàêòîð ñ ôèíàëü-

íûì ïðîäóêòîì [23].

4. T1+T2 → T4; T4 → T3, êîðîòêîæèâóùåå ïðîìåæóòî÷íîå ñîåäèíåíèå [6].

5. T1 → 2T2; 2T2 → T1, ðàâíîâåñíàÿ ñõåìà [28].

6. T1 + T2 → T3 + T4; T3 + T4 → T1 + T2, äâóñòîðîííÿÿ ñõåìà [28].

7. 2T1 → T2; T2 → 0, T1, äâà ïîãëîùàþùèõ ñîñòîÿíèÿ.

8. T1 + T2 → T1; T1 → 0, ýïèäåìèÿ Âåéñà [35, 10].

9. T1 + T2 → T1; T1 → 0, 2T1, ýïèäåìèÿ Âåéñà ñ ðàçìíîæåíèåì ïåðåíîñ-

÷èêîâ [27].

10. T1 + T2 → T1; T1 → 0; 0 → T1, T2, îòêðûòàÿ ýïèäåìèÿ Âåéñà [27].

11. T1 + T2 → 2T1; T1 → 0, ýïèäåìèÿ Áàðòëåòòà-Ìàê-Êåíäðèêà [2, 24],

ýïèäåìèÿ SIR [29].

12. T1 + T2 → 2T1; T1 → 0; T2 → 0; 0 → T1, T2, îáùàÿ ýïèäåìèÿ [25].

13. T1 + T2 → 2T1; T1 → T3, T2 + T3, çàìêíóòàÿ ýïèäåìèÿ.

14. T1 + T3 → T1; T2 + T3 → T2; T1 → 0; T2 → 0, ýïèäåìèÿ Áåêêåðà [27].

15. T1 + T2 → T1 + T3; T1 + T3 → T1; T1 → 0, ýïèäåìèÿ Ãàíè [30].

16. T1 + T2 → T1; T1 → 0; T2 → T3; 0 → T1 [26].

17. T1 + T2 → 2T1; T1 → T3; T3 → T2, ýïèäåìèÿ ñ ïðèîáðåòåíèåì èììó-

íèòåòà [33].

18. T1 + T2 → 2T1; T1 → T2, ýïèäåìèÿ SIS [29].

19. T1 + T2 → 2T1; T1 → T2, T3; T3 → T2, ýïèäåìèÿ SIRS [29].
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20. T1 + T2 → T1 + T4; T1 → 0, T2; T2 → 0; T4 → 0, T1; 0 → T2, ýïèäåìèÿ

SEIS [29].

21. T1 + T2 → T1 + T4; T1 → 0, T3; T2 → 0; T3 → 0; T4 → 0, T1; 0 → T2,

ýïèäåìèÿ SEIR [29].

22. T1 + T5 → 2T1; T1 + T2 → T2 + T4; T1 → 0; T2 → 0, T3; T3 → 0, T1;

T4 → 0, T2; T5 → 0; 0 → T5, ýïèäåìèÿ MSEIRS [29].

23. T1 + T2 → 2T1; T1 + T3 → T1 + T4; T2 + T4 → T1 + T4; T1 → 0; T2 → 0;

0 → T1, T2, ÂÈ×-ìîäåëü Í.Â. Ïåðöåâà.

24. T1 + T2 → 2T1; T1 → 0; T2 → 2T2, òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà

≪õèùíèê-æåðòâà≫ [6, 25].

25. T1+T2 → 0, 2T1; T1 → 0; T2 → 2T2, ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà

≪õèùíèê-æåðòâà≫ [31, 32].

26. T1 + T2 → 0, 2T1; T1 → 0; T2 → 2T2; 0 → T1, ñèñòåìà ≪õèùíèê-

æåðòâà≫ ñ èììèãðàöèåé [31].

27. T1 + T2 → T1; T2 → 2T2; 0 → T1, èçìåíåííàÿ îòêðûòàÿ ñèñòåìà

≪õèùíèê-æåðòâà≫ [27].

28. T1+T2 → T1, T2; T1 → 2T1; T2 → 2T2, âçàèìîäåéñòâèå äâóõ âèäîâ [25].

29. T1 + T2 → T2; T1 → 0, 2T1; T2 → 0, 2T2; 0 → T1, T2, îòêðûòàÿ ñèñòå-

ìà [26].

30. T1 + T2 → T3; T3 → T2 + T4; 0 → T1, ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâà-

íèÿ [16, 21].

28



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Áàâàðîâà Ë.Â., Êàëèíêèí À.Â. Î êâàçèñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè

ìàðêîâñêîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ñî ñõåìîé âçàèìîäåéñòâèé 2T → T ;

T → 0, 2T // Îáîçðåíèå ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêè.

Ò. 18, âûï. 2 (2011). Ñ. 245�246.

[2] Áàðòëåòò Ì.Ñ. Ââåäåíèå â òåîðèþ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ì.: ÈË,

1958. � 384 ñ.

[3] Áàðó÷à-Ðèä À.Ò. Ýëåìåíòû òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è èõ ïðèëî-

æåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1969. � 512 ñ.

[4] Áåéëè Í. Ìàòåìàòèêà â áèîëîãèè è ìåäèöèíå. Ì.: Ìèð, 1970. � 326 ñ.

[5] Âîëêîâ È.Ê., Çóåâ Ñ.Ì., Öâåòêîâà Ã.Ì. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû: Ó÷åá.

äëÿ âóçîâ / Ïîä ðåä. Â.Ñ. Çàðóáèíà, À.Ï. Êðèùåíêî. 2-å èçä., ñòåðåî-

òèï. Ì.: Èçä-âî ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, 2003. � 448 ñ.

[6] Ãàðäèíåð Ê.Â. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ. Ì.: Íà-

óêà, 1986. � 528 ñ.

[7] Ãèõìàí È.È., Ñêîðîõîä À.Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Ì.: Íàóêà, 1977. � 568 ñ.

[8] Äîðîãîâ Â.È., ×èñòÿêîâ Â.Ï. Âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ïðåâðàùåíèÿ ÷à-

ñòèö. Ì.: Íàóêà, 1988. � 112 ñ.

[9] Åðìàêîâ Ñ.Ì., Ìèõàéëîâ Ã.À. Êóðñ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ì.: Íàóêà, 1976. � 320 ñ.

[10] Êàëèíêèí À.Â. Ìàðêîâñêèå âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû ñ âçàèìîäåéñòâè-

åì // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Ò. 57, âûï. 2 (2002). Ñ. 23�84.

[11] Êàëèíêèí À.Â., Ëàíãå À.Ì., Ìàñòèõèí À.Â., Øàïîøíèêîâ À.À. ×èñ-

ëåííûå ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñõåì âçàèìîäåéñòâèé

ïðè äèñêðåòíûõ ñîñòîÿíèÿõ // Âåñòíèê ÌÃÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà. Ñå-

ðèÿ ≪Åñòåñòâåííûå íàóêè≫. Âûï. 2(17) (2005). Ñ. 53�74.

[12] Êàëèíêèí À.Â. Ñõåìû âçàèìîäåéñòâèé: Äåòåðìèíèðîâàííûå è ñòîõà-

ñòè÷åñêèå ìîäåëè. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê âûïîëíåíèþ òèïîâîãî ðàñ-

÷åòà ïî êóðñó ≪Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ≫.

Ì.: Èçä-âî ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, 2008. � 44 ñ. Àðõèâèðîâàíî:

hoster.bmstu.ru/�kalinkin

29



[13] Êàëèíêèí À.Â. Òèïîâîé ðàñ÷åò ïî ìàðêîâñêèì ïðîöåññàì ðîæäåíèÿ è

ãèáåëè êâàäðàòè÷íîãî òèïà. Â ñá.: Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ≪Ïðè-

êëàäíàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà≫: Òåçèñû

äîêëàäîâ Ì.: Èçä-âî ÈÏÈ ÐÀÍ, 2012. � Ñ. 61�63.

[14] Ëàíãå À.Ì., Êàëèíêèí À.Â. Âåðîÿòíîñòíûé àíàëîã ìîäåëè êîíêóðåí-

öèè Ã.Ô.Ãàóçå. Â ñá.: Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ≪Ñòîõàñòè÷åñêèå

ìîäåëè â áèîëîãèè è ïðåäåëüíûå àëãåáðû≫: Òðóäû êîíôåðåíöèè / Îì-

ñêèé ôèëèàë Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ. Îìñê:

Èçä-âî ÎÃÓ, 2010. C. 40�43.

[15] Ëåîíòîâè÷ Ì.À. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ ñ

òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ //Æóðíàë ýêñïåðèìåíòàëü-

íîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Ò. 5, Âûï. 3�4 (1935). Ñ. 211�231.

[16] Ëèñèöèíà Ì.Â. Ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîäâèæíûìè ïðè-

áîðàìè // Ñòóäåí÷åñêèé íàó÷íûé âåñòíèê. Ñáîðíèê òåçèñîâ äîêëà-

äîâ ñòóäåí÷åñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè. Ì.: ÌÃÒÓ èì.

Í.Ý.Áàóìàíà, 2006. Ò. 3. Ñ. 129�130.

[17] Íèêîëèñ Ã., Ïðèãîæèí È. Ñàìîîðãàíèçàöèÿ â íåðàâíîâåñíûõ ñèñòå-

ìàõ. Ì.: Ìèð, 1979. � 512 ñ.

[18] Ïåðâóõèí À.À. Ñðàâíåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ è äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäå-

ëåé äëÿ ñõåì âçàèìîäåéñòâèé ÷àñòèö. Äèïëîìíàÿ ðàáîòà. Ì.: ÌÃÒÓ

èì. Í.Ý. Áàóìàíà, 2008. � 100 ñ.

[19] Ðóìåð Þ.Á., Ðûâêèí Ì.. Òåðìîäèíàìèêà, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà è

êèíåòèêà. Ì.: Íàóêà, 1977. � 552 ñ.

[20] Ñåâàñòüÿíîâ Á.À. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû. Ì.: Íàóêà, 1971. � 436 ñ.

[21] Ñåðãååâ À.À. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, õàðàê-

òåðèçóþùèõ ðàáîòó ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîäâèæíûìè

ïðèáîðàìè // Îáîçðåíèå ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêè.

Ò. 12, âûï. 3 (2005). Ñ. 680.

[22] Ôèëèïïîâ À.Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Èæåâñê: ÍÈÖ ≪Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà≫, 2000. � 176 c.

[23] Ýìàíóýëü Í.Ì., Êíîððå Ä.Ã. Êóðñ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Ì.: Âûñøàÿ

øêîëà, 1974. � 400 ñ.

30



[24] Ýïèäåìèè ïðîöåññ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ. Ò. 5. Ì.: Ñîâåòñêàÿ

ýíöèêëîïåäèÿ. 1985. � Êîë. 1008.

[25] Anderson W.J. Continuous-time markov chains: an application-oriented

approach. New York: Springer, 1991. � 340 p.

[26] Becker N.G. A stochastic model for two interacting populations // J. Appl.

Prob. V. 7, no. 3 (1970). P. 544�564.

[27] Becker N.G. Interactions between species: some comparisons between

deterministic and stochastic models // Rocky Mountain J. Math. V. 4,

no. 1 (1973). P. 53�68.

[28] Dadvey I.G., Ninham B.W., Sta� P.J. Stochastic models for second-order

chemical reaction kinetics. The equilibrium state // J. Chem. Phys. V. 45

(1966). P. 2145�2155.

[29] Epidemic model. https://en.wikipedia.org/wiki/Epidemic_model

[30] Gani J. Approaches to the modelling of AIDS // Lecture notes in

biomathematics. V. 86. Stochastic processes in epidemic theory. Heidelberg:

Springer. 1990. P. 145�154.

[31] Gause G.F. The Struggle for Existense. Baltimore: Williams and Wilkins,

1934. � 163 p. Ïåðåïå÷àòàíî: Ãàóçå Ã.Ô. Áîðüáà çà ñóùåñòâîâàíèå.

Èæåâñê: ÈÊÈ, 2002. � 160 c.

[32] Hitchcock S.E. Extinction probabilities in predator-prey models // J. Appl.

Prob. V. 23, no. 1 (1986). P. 1�13.

[33] Kendall D.G. Deterministic and stochastic epidemics in closed

populations // Proceedings of the Third Berkeley Symposium on

Mathematical Statistics and Probability, 1954�1955. Berkeley and Los

Angeles: University of California Press, 1956. V. 4. P. 149�165.

[34] Sirl D. Limiting conditional distributions for a class of autocatalytic

chemical reactions // Centre of Excellence for Mathematics and Statistics

of Complex Systems. Brisbane: University of Queensland Press, 2004. �

8 p.

[35] Weiss G. On the spread of epidemics by carries // Biometrics. V. 21, no. 2

(1965). P. 481�490.

31



Ñîäåðæàíèå

1. Êèíåòè÷åñêèå ñõåìû è äèñêðåòíûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè 3

1.1. Äåòåðìèíèðîâàííûé è ñòîõàñòè÷åñêèé ïîäõîäû ïðè ìîäåëè-

ðîâàíèè ñõåì âçàèìîäåéñòâèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ñ äèñêðåòíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Óðàâíå-

íèÿ Êîëìîãîðîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3. Ìàðêîâñêàÿ ìîäåëü êèíåòè÷åñêîé ñõåìû. Ïåðâîå è âòîðîå

óðàâíåíèÿ â ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ . . . . . . . . . . . . . 6

2. Äâóõâåðøèííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå â áèñòàáèëü-

íîé ñèñòåìå 3T → 2T; 2T → 3T; T → 0; 0 → T 9

2.1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü è åå èññëåäîâàíèå . . . . . . . . 10

2.2. Ãèñòîãðàììû äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ . . . . . . . 11

3. Êâàçèñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ìàðêîâñêîãî âåòâÿ-

ùåãîñÿ ïðîöåññà ñî ñõåìîé 2T → T; T → 0,2T 13

3.1. Óðàâíåíèå äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè è åãî ðåøåíèå . . . . 13

3.2. Ãèñòîãðàììà äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ . . . . 14

4. Ñïèðàëåâèäíûå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè

êâàäðàòè÷íîãî òèïà T1 +T2 → 2T1; T1 → 0; 0 → T2 15

4.1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü è åå èññëåäîâàíèå . . . . . . . . 16

4.2. Ïðèìåð ðåàëèçàöèè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà . . . . . . . . . . . 18

5. Ñèñòåìà ≪ïàðàçèò-íîñèòåëü≫ T1 +T2 → 2T1 +T2; T2 → 2T2 19

5.1. Óðàâíåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè è ðåøåíèå . . . . . . 19

5.2. Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé â ìàðêîâñêîé ìîäåëè 20

6. Âåðîÿòíîñòíûé àíàëîã ìîäåëè êîíêóðåíöèè T1 +T2 → T1,T2;

2T1 → T1; 2T2 → T2; T1 → 2T1; T2 → 2T2 23

6.1. Äâóìåðíàÿ ãèñòîãðàììà êâàçèñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 24

7. Ïðèëîæåíèå. Òèïîâîé ðàñ÷åò 26

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 29

32



Ñîäåðæàíèå 32

33


